BAREM DE CORECTARE si NOTARE

|. Fie numirul g = 1659 — 41008 _ 5202¢° , ge72
a) Aratati ca a este multiplu de 125.
b) Determinati ultimele 4 cifre ale numarului a.

c) Scrieti numarul a ca o suma de doua patrate perfecte.

Solutie:
a) a =2202% _ 2018 _ 3. 2016 _ 32024 _ 52018 _ 2017 1p
a =217 (27 —21 —20) = 22007 L 125 = @ T A25 e, Ip
by a= 22 .23 .53 = 22002 000 . Ip
Ultima cifrd a numarului 2°°** este 4, deci ultimele patru cifre ale numarului a sunt: 4,0,0,0...2p
b) a = (2'97)%-1000 = (21997)2 - (107 +30%) ... 1p
a = (2007 - 10)2 4 (21007 - 3007 1p

1. a) Suma cifrelor numairului abc este 26.
Calculati suma cifrelor numarului n = abc + 1. Analizati toate situatiile posibile.

b) Determinati numerele *¥z stiind ¢d xyz = 10 (x +y + z)%.

Solutie:

a) Dacaa +b +c = 26s5ia,b sic sunt cifre atunci doua dintre ele sunt 9 iar una 8....1p

g vyt

Daci abc = 998 atunci abc + 1 = 999 are suma cifrelor 27.
Daca abc = 989 atunci abec + 1 = 990 are suma cifrelor 18.
Daci abc = 899 atunci abec + 1 = 900 are suma cifrelor 9
Deci, suma cifrelor poate fi: 27, 18 SAU 9. .....coovveiiiie e 2p

b) Deduce ca 10 divide XVZ, deCI Z=0  oooviies e 1p
Egalitatea devine TF = (X + 1) oo 1p
Deduice ca X=8 S1YTL .o 1p

Finalizare, numarul ¥z €Ste 810. ......cceiiiiiiiiiii e 1p



1. Determinati suma numerelor naturale cuprinse intre 1504 si 2007, care prin
impartire la 28 dau restul 5, iar prin impartire la 35 dau restul 12.
Gazeta Matematica nr.6-7-8/2023
Solutie: Fie n numar natural care satisface conditiile problemei.

n=28c; +5 =51 =140c; + 25 ..o, 1p

n=35¢, +12 = 4n=140c, + 48 ........cccceiiii i, 1p
5n—4n = 140¢, — 140c, + 25 — 48
n=140-(c; —¢c;, — 1)+ 140 4+ 25— 48

n=140- (¢, —¢c, — 1) + 117 (1) ..2p
Cum 1504 < n = 2007, deduce ca 1387 < 140- (¢; — ¢, — 1) < 1890 2) .......... 1p
Multiplii lui 140 cuprinsi intre 1387 si 1890 sunt: 1400, 1540, 1680 si 1820  (3) ..cccvvvvvrvennnne. 1p
Din relatiile (1), (2), (3) deduce valorile posibile ale lui n, respectiv numerele: 1517, 1657, 1797,
1 1937, @ cAror SUMA €St€ 0908. .......eiiiiiiiiieiie et 1p
V.

a) Numerele 35, 48, 61, 73, 98, 82, 69, 19, 56 si 44 sunt grupate in perechi astfel incat suma
numerelor fiecirei perechi este aceeasi. Care este numarul pereche cu 48?

b) Mihai are intr-o cutie 26 bile rosii si 29 bile verzi. El se joaca scotind de fiecare data
doua bile din cutie. Daca acestea au aceeasi culoare, pune inapoi in cutie o bila rosie, daca
au culori diferite pune inapoi in cutie o bild verde. Repetd miscarea pana ce in cutie mai
raméane o singura bila. Ce culoare va avea aceasta bila? Justificati raspunsul.

Solutie:

a) Suma nUMErelor date ESE 585, ..o s 1p
iar suma numerelor dintr-o pereche este 585:5 = 117 ......ccccvviiiieiininnseee s 1p
Numarul in pereche cu 48 este 117 — 48 = 69, ......cccooiiiiieieceeec e 1p

b) Extragand doua bile rosii, pune inapoi o bila rosie, deci numarul bilelor rosii ar scadea cu
una, al bilelor verzi nu s-ar MOdIfiCa. .........ccccceeviiiiie e 1p
Extragand doua bile verzi, pune inapoi o bila rosie, deci numarul bilelor verzi ar scddea
cu douad, al bilelor rOSi1 ar CTESIE CU UNA......eeiuiiiiiieiiieiieeiieiie ettt Ip

Extragand doua bile de culori diferite, pune inapoi o bila verde, deci bilelor verzi nu s-ar
modifica iar numarul bilelor rosii ar SCAdea CU UNG, .....ocvevevirreieinerieiee e 1p
Daca prin repetare numarul bilelor rosii isi schimba paritatea, numarul bilelor verzi va
avea mereu aceeasi paritate; la final trebuie s ramanem cu o bila si cum numarul de bile
verzi este mereu impar, bila rimasa trebuie sa fie verde............coccovviiiiiniiiiicnc e 1p
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SOLUTI SI BAREM DE CORECTARE

1. Pe parcursul anului 2022, la un magazin de jucdrii s-au vandut 235 de roboti. In fiecare lund, numdrul
robotilor vanduti a fost 16, 20 sau 25. Determinati numarul de luni in care s-au vandut exact 20 de roboti.
(G.M. nr. 6-7-8/2023)

Notam cu a numarul de luni in care s-au vandut 16 roboti, cu b numarul de luni in care s-au vandut 20 roboti si cu €

numarul de luni in care s-au vandut 25 roboti. Astfel obtinem a+b+c = 12 si 16a+20b+25¢c = 235 ................ (1p)
Deoarece 20b, 25¢ si 235 sunt multipli lui 5 deducem ca 16a este multiplu al lui 5...........coooiiiiiiiiiiiis (1p)
Cum 16 si 5 sunt prime intre ele deducem ca a este multiplu al lui 5, iar atb+c=12=a<{0; 5; 10}.............. (1p)
Cazurilea=0sia =10 NU CONVIN, GECT 8 =5 ....eiiiiiiiiiieiee ettt (1p)
Tn acest caz optinem b+c = 7 i 200+25¢ = 235 — 80 <> 40+5C = 3L...uiucieveciciceee e (1p)
Deci 31 — 4b este multiplu de 5, situatie care convine doar pentru D=4 81 C =3 ...cccccviiiiiiiiinieniiene e (1p)
Tn concluzie, n 4 luni ale anului s-au vANAUt eXact 20 TODOLH............o.vevrveeeeeeeeeeeeeeeeeee e seenes (1p)

2. Consideram unghiurile <XOY si <YOZ, adiacente si suplementare. Pe semidreapta (OY fixam un
punct P. Paralela prin P la bisectoarea lui <XOY intersecteaza semidreapta (OZ in punctul M.
a) Aratati ca $OPM=xOMP.
b) Aratati ca bisectoarea lui YOZ este perpendiculara pe dreapta PM.

Figura conform @nUNTUIUL.........coiiiiii e (1p)
a) Notam cu (OA bisectoarea unghiului <XOY=IAOX=XA0P (1) ..ocoocviiieiiieieiese e (1p)
Din OAIIPM si OP secanta=<AOP=<xO0OPM (alt. iNt.) (2) ...ceooeiiiiiiiiiieeee e (1p)

Din OAIIPM si XM secanta=><AOX=IPMO (COresp.) (3) .iocerverierriermrirriesieseaeeeeneesee e e seesneans (1p)

Din (1), (2) si (3) prin tranzitivitate se deduce ca KOPM=IOMP.........ccceiriiiiriiiiniiiieninenens (1p)

b) Notam cu C intersectia dintre PM si bisectoarea Iui <YOZ
Folosind definitia bisectoarei unui unghi deducem ca m(<xAOC) = 90°, suma dintre jumatatile
unghiurilor suplementare AXOY $i XY OZ ..ocviiiiiiieieieere e (1p)
Din OAI|IPM si OC secanta=><AOC=x0CM =90° (alt. int.) = OC L PM.....c.ccccerivvrirrrrrrrnne (1p)

3. Doi prieteni au plecat n excursie cu o companie aeriana avand impreuna 60 kg de bagaje. Pretul
biletului eliberat de aceasta companie aeriana da dreptul la transportarea gratuitd a unui numadr
maxim fixat de kilograme, pasagerii urmdnd sd pldteasca o taxa suplimentara pentru fiecare kilogram
pe care bagajul lor il are in plus. Pentru depasirea cantitatilor admise cele doud persoane au platit
suplimentar 40 de lei, respectiv 72 de lei, sumele acestea fiind direct proportionale cu numdrul
kilogramelor de bagaj in plus. Daca o persoanda ar fi calatorit singurd, ludnd cele 60 kg de bagaj,
atunci ar fi platit 296 de lei pentru cantitatea de bagaj in plus. Care este numdarul maxim de kilograme
pe care le poate transporta o persoand fara sa plateasca taxe suplimentare la acea companie aeriand?

Notam cu X numarul maxim de Kg acceptate de compania aeriana, fara a plati taxe suplimentare, cu asi b
numarul kilogramelor de bagaj al fiecaruia din cei doi prieteni.



Se poate exprima numarul kilogramelor de bagaj pentru care se platesc taxe astfel: a — x si b — x pentru fiecare
persoana, iar in cazul cand ar circula doar o singura persoand, 60 — X .....ccccceevvrieerieeresieesieerieseeseeseenns (1p)
Relatiile care se pot scrie intre aceste numere, folosind ipotezele problemei sunt:

a+b = 60; (a—x)-p=40; (b — x)-p=72; (60 —x)-p=296 sau % = % = 6209_6x =p,

unde p reprezinta taxa pentru fiecare kg de bagaj in plus, marime constanta.............ccoccervvererieieerennnn (1p)
Daca se aduna numaratorii si numitorii primelor doua rapoarte sau a celor trei rapoarte egale din sir, se obgine
UN 1aPOTt €ZAl CU CEIE AINM SIT 1uvvviiiiii ittt e et b e sbb e e s nbb e e e be e e sbeeennnbeeans (1p)
Scrierea uneia din ecuatii, cu necunoscuta X, de exemplu, % = 6209_6x ................................................ (2p)
Rezolvarea ecuatiei si finalizarea X =23, TASPUNS 23 KE .oovviieiiiiiieiieiicie et (2p)

4. Peun cerc C(O; R) consideram in ordinea rotirii acelor de ceasornic punctele Ax; Az; Asz;...; Aan astfel
Tncéat A si An+i sd fie diametral opuse pentru orice ie{l; 2; ... ; n}
a) Pentru n=>5 aratati cd punctele date determind pe cerc cel putin doud arce cu mdasura mai micd sau
egala cu 36°.

N N
b) Daca M si P sunt respectiv mijloacele arcelor AA,,; si A, A demonstrati ca M si P sunt

n+i+1

puncte diametral opuse pentru orice ie{l,; 2, ... ;n—1}.

a) Daca n=5avem punctele Ar; Az; As;...; Ao si diametrele (A1As); (A2A7); (A3As); (A4A9); (AsAxo).
Pe cercul dat putem considera tot Tn ordinea rotirii acelor de ceasornic punctele P1; P2; P3;...; P1o astfel

incat Py coincide cu A si PP, =P,P, = ... = PyPy =P, P, =367 oo (1p)

@)
Prin aplicarea principiului cutiei exista cel putin un arc inchis P,P,,, de 36° care contine doua puncte

CONSECULIVE TINTIE AL; A2} . .5 AL ceeeeiiieiieieseese e st e ste e ree s e e e s esreeteereesteenteaneesreeseeeneeareenneans (1p)
Am demonstrat ca exista un arc cu masura mai mica cel mult egala cu 36° si in acest caz avem unghiul
la centru corespunzdtor are aceeasi masura, iar prin aplicarea proprietdtii unghiurilor opuse la varf
obtinem $i un arc opus de ACEEAST MASUIA. ....ccvvrvirriiieirieiiiieire et sre e (1p)
Solutie alternativa: prin reducere la absurd putem presupune ca toate arcele disjuncte

A;AZ ; A;As; A;Alo ; AlgAl determinate de punctele date au masurile mai mari decat 36°, iar prin
insumare obtinem mai mult decat 360° ceea ce intra in contradictie cu suma tuturor masurilor arcelor
disjuncte ale unui cerc. Deci presupunerea facuta este falsa. Astfel obtinem cel putin un arc cu masura
mai mica sau egala cu 36°.

De aici prin rationament similar celui din prima solutie se obtine o masura egala si pentru arcul opus.

b) Deoarece arcele A A, si A, A sunt delimitate de diametrele (AiAn+i) si (Ai+1An+i+1) deducem

n+i+1
prin aplicarea proprietatii unghiurilor opuse la varf ca acestea au aceeasi masura .............cccoevennee. (1p)
Mjloacele arcelor date determina astfel egalitatea A/M =MA,,; =A P=PA .., e, (1p)
De aici obtinem congruenta corespunzatoare a unghiurilor la centru A OM=A_,OP .................. (1p)

Avem (AiAn+i) diametru si Ai(A)M = An:iOP , 1ar prin aplicarea reciprocei teoremei unghiurilor opuse la

varf obtinem cd M, O, P sunt coliniare, adica M si P diametral opuse ..........cccccovriviniiiicninninnns (1p)
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Clasaa Vll-a

SOLUTII SI BAREM

a) Fie A = 20232023 4 2024202% 4 20252°25_ Ardtati ca VA este numar irational.
b) Demonstrati ca va + b + ¢ este numar irational, dacd (@, bc7, ﬂ) = 3, unde prin
(x,y, z) intelegem c.m.m.d.c al numerelor x,y, z.

a) u(2023%°%3) = u(3%°%%) = u(3%) = 7;u(20242°%*) = u(42°**) = 6; 1p
U(20252025) — u(52025) =5
u(A)=u(7+6+5)=u(18) =8 1p
A nu este patrat perfect=+/A este numdr irational. 1p
b) Daci (ab2,bc7,ca8) =3=ab2:3=a+b+2=M;(1);bc7:3=b+c+7=M;(2) | 1p
ca8:3=>c+a+8=M;(3)
Prin adunarea relatiilor (1),(2) si (3), obtinem ca 2a + 2b + 2c + 17 = M3 1p
2a+2b+2c+2=M;=>2(a+b+c+1)=M;=a+b+c+1=M; 1p
a + b + ¢ = M3 + 2 care nu este patrat perfect=>va + b + c este irational. 1p
a) Aratati ca nu existd numerele rationale a si b astfel incat:
J3@—12 +V75 = JBb+ 22 — (1 -V3)".

b) Determinati numerele naturale a si b astfel incat: vV20a? + 24b% + 1 = 20 + 24 + 1.
a) V3la—1|+5V3=|b+2|—|1-V3|=V3la—1|+5V3=|b+2|-V3+1 1p
V3(la—1/+6)=|b+2|+1 1p
Cuma, b € Q, rezulta ca singura posibilitate arfical[a — 1| + 6 =0si |[b+ 2| + 1 = 0, 1p
imposibil.

b) V20a? + 24b2 + 1 = 45=20a? + 24b% + 1 = 452 = 2025= 20a? + 24b% = 2024 1p
5a% + 6b? = 506=>5a? e par=a? e par=a e par, dar 5a? < 506 = a? < 100, ca urmare 1p
a € {0,2,4,6,8,10}
Dacia = 0 =26b% = 506 = b? = 5%, nu e solutie;
Dacia = 2=5-22+6-b% = 506 = 6b? = 486 = b?> = 81 = b = 9, e solutie;
Dacia = 4=5-4%2+ 6+ b% = 506 = 6b? = 426 = b? = 71, nu e solutie; 2

Dacia = 6=5-6%+ 6-b? = 506 = 6b% = 326=b? = % , nu e solutie;

Dacia = 8=5-82+ 6-b% = 506 = 6b% = 186 = b? = 31, nu e solutie;
Dacia = 10=5-102 + 6 - b2 = 506 = 6b? = 6 = b? = 1=b = 1 e solutie.
Deci solutiile sunt: a = 2,b = 9sia = 10,b = 1.




Fie E un punct pe latura DC a patratului ABCD, AN bisectoarea unghiului A4EAB, N € BC si P
punctul de intersectie a dreptelor AE si BC. Perpendiculara din P pe NE intersecteaza dreapta DC
in M. Demonstrati ca:

a) NA este bisectoarea unghiului A MNB;

b) MN = DM + BN;

c) 4MAN = 45°,

G.M
a) Notim NE N MP = {F}, MN n AP = {G}. In triunghiul PMN avem MCLPN, NFL1MP,
MC n NF = {E}, deci E este ortocentrul triunghiului PMN, prin urmare PGL-MN. 1p
Atunci ZANM = 90° — £GAN(1), AANB = 90° — £BAN (2) 1p
Din (1), (2) si 4GAN = ABAN, rezultd ca NA este bisectoarea unghiului AMNB 1p
b) AANG = AANB(I.U)=BN = GN (3) si AG = AB= AG = AD si AADM = 1p

AAGM(1.C)=DM = GM(4)

Adunand relatiile (3) si (4) obtinem ca MN = DM + BN 1p
c) Din AADM = AAGM=4DAM = 4GAM 1p
4GAN = ABAN= AMAN = ADAM + ABAN = 90° — AMAN. Deci AMAN = 45° 1p

a) Sd se arate cd nu existd un triunghi cu lungimile indltimilor 1,N/3,1 + /3 .

b) Se considera trapezul isoscel ABCD (ABIICD, AB>CD). Stiind ca inaltimea MN a
trapezului este egala cu linia mijlocie EF, aratati ca diagonalele trapezului sunt
perpendiculare.

a) A= Ghe _ DMy _ Che o g =28 ) =28 0 =24 nde A este aria triunghiului, a, b, c 1p
2 2 2 ha hp he
sunt lungimile laturilor si h,, hy, h, sunt lungimile inaltimilor corespunzdtoare acestora.
< . . . L 24 _2A | 24 1 1 1
Daca ar exista triunghiul, atuncidina <b +¢ = — < N Cind 1< NG (1) Y
. . 9 1+2v3 1p
Din (1), obtinem cda 1 < \/§(\/§+1)=>\/§(\/§ + 1) <1+2V3=3+V3<2V3+1=>
2 < /3, fals.
b) Solutia 1 D N C
)
A R M Q B
Fie CQLAB, DRLAB, R,Q € AB= AQ = AR + RQ = AR + CD = AB;CD +cp =282
. g AB+CD 1p
Analog, obtinem ca BR = >
Dar 22222 = EF = MN = CQ = DR =AQ = CQ si BR = DR 1p
Triunghiurile AACQ si ABDR sunt dreptunghice isoscele=>ACAB = #DBA = 45° (1) 1p

Fie AC n BD = {0}. Din (1), rezulti ci AAOB este dreptunghic isoscel, ca urmare ACL-BD. | 1p




Solutia 2 N

N

A M Q B i
Fie CPIIBD, P € AB si din ABCD trapez cu AB//CD=BP/ICD=BPCD paralelogram 1p
=BP = CD si BD = CP (1)
Fie EF n AC = {G}; GH e linie mijlocie Tn AAPC=GH = g = AB;BP = AB;DC = EF, dar 1p
EF = MN=GH = MN (2)
Fie CQLAB, Q € AB=CQ = MN si din (2), obtinem ca GH = CQ (3). Trapezul ABCD e 1p
isoscel=>AC = BD si din (1)=>CP = AC=AACP ¢ isoscel si CQ e indltime, ca urmare si
median (4). Din (2) si (3), obtinem ca CQ ==~ (5)
Din (4) si (5), rezultd ca AACP e dreptunghic in C, deci ACLPC dar PC//BD=AC-LBD. 1p
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Clasaa Vlll-a
Barem de corectare si notare

1.a) Aratati ca daca x € [—1,1],y € [-2,2] siz € [-3, 3], atunci:
x?+y?+z2+xy—xz—yz€[0,25].

b) Fiex € R,x > 1. Demonstrati ci x? = ([x]? + D({x}* +1) & x = [x] + [71] :

Solutie:

a) x?+y?+z? +xy—xz—yz=%[(x+y)2+ (Y =2) 24+ (X = 2)% e, 1p
—3<x+y<3 -55y—-—z<5 —4<x—2z<4,deunde rezulta:

O<(X+y)2<9 0<(y—2)2<25 0< (X=2)2 S 16uieeeeeeeeeeeeeee e, 2p
[(x+y)2+(y—z)2+(x—z)]<25 ............................................................................. 1p

b) Scriind x = [x] + {x} obtinem:

Z=(IxP+ D+ o (x]+ D2 =[x P+ [xP+ P+l S, 1p
S2kx] - {x}=x]?P+1e(x] - {x}-1)?=0[x] X} =1 S, 1p
sh=mor—|xl=mox=[x]+— 1p

o o T eeteees
. 1 1 1 1
2. a) Aratati cd, oricare ar fi n € N*, au loc inegalitatile: \/_ = < D) \/_ AN
1 1
b) Aratati ca : = F-I- \/_+---+m<2
Solutie:
1 1 1 1 1 n+1 Vn
a) \/_ \/— i vn \/_(1 n+2) — =1 —y < g 1p
omn+1)3<m+2) nend+3n?+3n+1<n®+4n’+ines
SN2 +n>1,adevArat VI € N¥ oot 1p
1 1 1 1 1 1 Vn n+1
(n+2)\/ﬁ<\/_ﬁ_ﬁ@ﬁ<\/_ﬁ(l_m)®m<mﬁ .............................................. 1p

omn+2)2<m+1D)?’m+2)en®+4n?+4n<n®+4n® +5n+ 2,
AdEVATAt W71 € N ettt e et ettt re e ae e 1p
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1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
— <=, =< =, =< ===, ..., — e 1p
3WI VI V3T 42 V2 VA 53 3 5 202442022 V2022 /2024

Adunand relatiile obtinem:

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
§+4\/E+5\/§+m+2024\/2022<ﬁ+ﬁ+m\/2022_(ﬁ+ﬁ+"'+\/2024) =

1 1 1 1 1 1 1 1
§+E+W§+"'+m<ﬁ+ﬁ—m— T I I T TP PP PRI PRI 1p
i_;_;<1 decil+i+L+---+;<2 1
N TR o073 , stz T 55 SOPAVTOTT At p

3. Fie cubul ABCDA'B'C'D’. Pe muchiile BB’ si CC' consideram punctele M si N astfel incat
suma AM + MN + ND' sa fie minima. Calculati sinusul unghiului determinat de dreptele MN si

AD'. (G.M. Nr.10/2022, enunt modificat)
Solutie:

Suma AM + MN + ND' este minima atunci cand punctele A, M, N, D"sunt coliniare pe

desfasurarea in plan a suprafetei laterale a cubulul..........cocoeviiiiiiiiiiiiiiee e, 1p

e 1p

Fie BP | MN,P € CC' AWUNCE CP = S 1p

Din BC' | AD' si BP || MN rezultd <(AD',MN) = «(BC',BP) = X(PBC")...cceceovvvrcvrerrennn. 1p
BC-PC’ PB-BC'-sin«(PBC") . , PC'-BC

Ach’ = s pAPBC’ = > = Sin q(PBC ) = PRBC 1p

Daci BC=x = PC' =2x,PB="10 BC' = xZ = sin 4(PBC') = Lo 2p

4. Triunghiurile ACD si BCD sunt situate in plane diferite. Fie G, centrul de greutate al
triunghiului ACD si G, centrul de greutate al triunghiului BCD. Stiind ca N este mijlocul

segmentului [CD], M € [AB] astfel incat 5> = g iar MN n AG,={E}, demonstrati c¢i EG, ||(BCD).

Solutie:
G, - centrul de greutate al triunghiului ACD= gi;’ =2,
1
G, - centrul de greutate al triunghiului BCD= gi:’ =2,
2
TN AANB, 25 = B2 g GGy [ AB oo esse s s see s 2p
GiN  GyN

Fie MN n G,G,={P};
in ABMN, G,P | BM = ANPG,~ANMB = % =M% 1 pg, == %(AB — AM) =

S(AB =2 AB) S 2AB i 2p

1B
PG, | AM = AEPG,~AEMA =52 =22 B &7 _ 1 1p
EA AM EA EAB 2
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EG, GiN

G, —centru de greutate n triunghiul ADC = N — =—=EG I NG,............... 1p
AGq EA G1A

NG, © (BCD), Gy & (BCD) => EGy | (BCD) ..o oo, Ip

N |-
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Clasa a IX-a
Barem de corectare si notare

- : 1 1
1. Rezolvati in R ecuatia: [T]:

Solutie:
o . _(1=x#0 .

Conditii de existenta: {1 ] %0 Obtinex ER—[1,2)ecviiiiiiiiiiiiiiiiiaennn, Ip
Conditia de apartenenta la Z a partii intregi:l_;[x] € Z . Obtine [x] = 0 sau [x] = 2....1p
Cazul 1: [x] = 0 implicd x € [0,1). Atunci [ﬁ] =1, decix € [0, %) ................... 2p
Cazul 2: [x] = 2 implicd x € [2,3). Atunci [ﬁ] =-1,

deci x € ((—00, 1)U [2,400)) N [2,3)..iniunininiiiineeeieiee e 2p
Obtine solutia finald x € [0,7) U [2,3).......ovvvrvomsiriosiieece Ip

2.

2 2
. . L. ..oa b
a) Fie a,b € R*. Deduceti valoarea minima a expresiei oz +—.
a

a  b2\3 b a?\>
b) Daca a,b > 0, demonstrati ca (1 + -+ —2) +(1 + -+ —2) > 54
b a a b
Solutie:

a) Demonstreaza / justificd ca valoarea minimd a expresiei este

b) Metoda 1. (utilizand inegalitatea x:—y > .,/xy Vx,y > 0si inegalitatea x + i =2, Vx>0)

Ialb23 II7I¢123
(1422) +(1242)
> =27

Inegalitatea ceruta este echivalenta cu

(1=aebz)3+(1=bea§)3 273 233 2 2
Ll u 2\[(1+%+%) (1+2+%) =\/(1+%+%)(1+§+“—)= ....... 2p

3
b a?  a a3 b2 b3 3
= —_— _— _ —_— -_— - el Y A
\/1+a+b2+b+1+b3+a2+a3+1 >vV3+2+4+24+2 27 3p



3
Metoda 2. (utilizand inegalitatea x> + y3 > @ Vx,y > 0 si inegalitatea x + i >2,Vx > 0)
b2 b a2\’

PN b a?\3 (1+%+a—2+1+5+b—2)

242 244 > >
(1+2+2) H(142+5) = - > e 3p

3

L 2p

(aceasta metoda este prezentata in rezolvarea din GMB nr 10/ 2023)

3. Cate cvadruplete ordonate (a,b,c,d) de numere naturale satisfac simultan relatiile:
a+b+c+d=12si |a®> = b%2 +c?>—d? =2-|ac—bd|?

Solutie:

Ridicand la patrat cei doi membrii pozitivi ai egalititii |a® — b% + ¢ — d?| = 2 - |ac — bd] se
obtine egalitatea echivalentd (a? — b% + ¢? — d?)? —4(ac —bd)?> =0 1in care utilizind
descompunerea diferentei de patrate se ajunge la egalitatea echivalenta

(a=b—-—c+d)a+b—-—c—-d)(a—b+c—-d)=0
care are loc daca unul din factori € MUl ........cccooeiiiiiiiiii e 2p
Cazull. a—b—c+d=0sia+b+c+d=12,a,b,c,d € N.

Se obtine a + d = b + ¢ = 6 de unde avem 7 perechi de numere naturale (a, d) si respectiv
(b, ¢) care fac parte din multimea {(0,6), (1,5), (2,4), (3,3), (4,2),(5,1),(6,0)} .cceeerveverennn. Ip

Total 49 cvadruplete (a,b,c,d) de numere naturale ce satisfac conditiile cazului 1

Cazul 2. si cazul 3. se trateaza analog, se obtin relatiile:

a+b=c+d=6 sirespectiva+c=b+d=26

si se obtin inca 49, si respectiv 49 de cvadruplete de numere naturale. .........cccccocvveieneenenne. Ip
Deocamdata avem 3 - 49 = 147 cvadruplete ........ccoooviiiiiiieiieceeee e e Ip
Dar unele dintre acestea se repeta:

Cvadrupletul (3,3,3,3) se repeta de trei ori , el apare la fiecare caz in parte, deci el trebuie luat o
singurd datd. Deci raman 145 cvadruplete .......cooveeviiiierieeieee e e lp

Cele 6 cvadrupletele (0,6,0,6),(1,5,1,5),(2,4,2,4), (4,2,4,2),(5,1,5,1),(6,0,6,0) se repeta in
cazul 1 si 2 si tot cate 6 se repetd in cazurile 2 si 3 si in cazurile 1 si 3 deci mai scadem 18
cvadruplete din 145.

Otinem totalul de 127 cvadruplete. ........ccceeeviieiiiiiie e e e Ip



4. Fie O si H centrul cercului circumscris , respectiv ortocentrul triunghiului ABC. Notam
cu 04, 0, si O3 centrele cercurilor circumscrise triunghiurilor HBC, HAC respectiv

HAB. Aritati ca pentru orice punct M € OH, vectorul ¥ = MO, + MO, + MO; este
coliniar cu vectorul OH.

(GMB nr 4 /2023)
Solutie:
Scrie relatia lui Sylvester pentru triunghiul ABC : OA+OB+0C=0H. oo, Ip

Deduce ca A este ortocentrul triunghiului BHC (se afla la intersectia inaltimilor din H si din C) si

scrie relatia lui Sylvester in acest triunghi: O1B + 01C + O1H = O1A .c..oooviiiiiiiiiiiiiice, Ip

Scrie relatiile omoloage in triunghiul AHC si AHB.

D este coliniar CU OH € B =k - OH , K € R woooeoeoeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee oo eeeeeeee s ees e eeeeeseeeesenn Ip

Descompune pe MO, = MO+00; .
Scrie vectorial ci M € OH : MO =x - OH unde x € R*

Obtine ca M0O; = x - W—I)-i-OOl unde pe 00, il deduce din relatia Iui Sylvester scrisd pentru
triunghiul BHC:

0,B+0,+0,H=0,A ©0,0+0B+0,0+0C+0,0+0H=0,0+04

20,0 =0A-0B—-0C—-0H & 00, =—2"220000 s 2p

L —— —— 0A-0B-0C—0H
Deci MO, = x - OH-24=28-9¢=01

Analog se obtin relatii analoage pentru MO,, MO; .

Adunand membru cu membru ultimele trei relatii se obtine:

# = MO, + MO, + MO, =3x-OH +2- OH = (3x + 2) - OH.

DECT B €SL6 COMMIAT CU OH vvoeveeeeeeee e e e s eee e ees e e e eseseeseseeessseeeseesee s eee s eeseeeseeseesens 2p



Barem corectare

Clasa a X-a
1. Fiez, 25,23 €C¥cu |zl = |25 =53] sizg+20+23=0. Sésearatecéz12+z22+z32= 0
Solutie
’,.2
|Z1|=|22|=|Z3|=>Z_i=_,l=1,3 2p
i
2 2 2 2
r r r r (Z]Zz + 7173+ Z2Z3)
O=ZI+22+Z3=_+_+_= =>Z122+21Z3+2223=O 3p
{1 Vé) 23 214243
G+ A+ =@+ +2) =22 + 22+ 55) =0 2p

2. a) Sasearate ca: log,(n + 1) > log,,(n +2),Vn € N*,n > 2.
1 1

b) Demonstrati ca dacd a, b, ¢ € (1,00), atunci + + <1
2+log,b  2+log,c 2+log.a

Solutie
a) log,m+1)>log,, (n+2)s Ig°(n+ 1) > lg(n) - lg(n +2) Ip

Dacan >2 = lIlg(n),lgn +2) > 0. Ip

Vg Tz ¥ < 18" +l§(" +2) _ lg"(';”) = lg\/n(n +2) < @% —lgn+1)
De unde obtinem Ig*(n + 1) > Ign - lg(n + 2).

b) Notam log,b = x,log,c =y,log.a =z. Avemx,y,z € (0,00) sixyz =1 Ip

1 1 1
Dupa calcule relatia + + < 1 devine echivalentd cuxy +xz +yz > 3 1p
24x 24y 24z

Utilizand inegalitatea mediilor avem: xy + xz + yz > 3\3/ (xyz)* =3 2p



3.a) Demonstratici (a +b + ¢’ =a’ + b3+ 2 +3(a + b)a + c)(b +¢),Va,b,c € R.
b) Rezolvati in R ecua!:ia\3/5 —2x +\3/x2+x +2 +\3/—x2 +x—-1= \3/6
Solutie

a) Calcul 2p
b) Ridicam la puterea a treia si obtinem, utilizind formula de la punctul a)

3(m+\3/x2+x+2> (m+\3/—x2+x—l>(\3/—x2+x—1+\3/x2+x+2>=0 2p

Obtinem: x> — x + 7 = 0 ce nu are solutii reale. Ip
—1x£4/17
x2+x—4=0©x172=T. Ip
1
2x+1=0 = x = — 5 lp

n+1 )
= , pentru orice n € N.

2
a) Sa se arate ca f nu este surjectiva.

b) Determinati numerele m € N pentru care ecuatia f (x) = m are solutie unica.
Gazeta Matematica 10/2023

4. Fief :N >N, f(n) = +

Solutie
a) 1(0)=0, f(1)=0, f(2)=1, f(3)=1, f(4)=3. Ip
Dacan > 4 = f(n) > 3, deci ecuatia f(n)=2 nu are solutie, de unde obtinem ca f nu este surjectiva. 2p
b)

7k = 10k,n = 10k + 1

Tk+1 ,n=10k+2,n =10k +3

Tk+3 ,n=10k +4,n =10k +5
Jn) = 5 2p

Tk+4 ,n =10k +6,n = 10k +7
Tk +5 ,n =10k +8
|7k +6 ,n=10k+9

Ecuatia are solutie unica, dacam € {7k + 5,7k + 6}, k € Z. 2p
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Clasa a Xl-a Ml
Subiectul I:
y X y—x
a) Calculati determinantul: A(x,y) = [V —X y X |,cux,y € R, scriind rezultatul
x y—x y

sub forma de produs;

0 0 1
b) Fie matricele A = (1 0 O) € M3(R) si B = aA3 + xA%? + (a — x)A € M3(R).
0 1 0

Demonstrati ¢ a - det(B) = 0, Va,x € R.
Barem de notare:

a) Foloseste proprietatile determinantilor si ajunge, prin insumare de linii/coloane , la

1 1 1
Alx,y) =2yly—x ¥y X [t Ip
x y—x 'y
Finalizare A(x,y) = 2y(3x3 = 3xy + V%), %,V € Rucveveeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee 2p
b) CalCUlEaZA A3 = Ig..oooieoeoeoeeeeeeeeeeeeeeee e 1Ip
a X a—x
Determina B = (a - X a X ) si foloseste subpunctul a) pentru
x a—x a
AetB=2a(3X3 = 3XA 4 A2) oot 1Ip
Prelucreazi a - detB=2a? [3 (x — %)2 + a:z] =>0,Va,x ERuceeiie 2p

Rezolvare completa:

y x y—x 2y 2y 2y
1. a)A(x,y)=|y—x ¥ 4 (L1+L2JQL3_>L1) y—x Yy X =
X y—X y - X y—x Yy
1 1 1 e, —¢c; > ¢y 1 0 0
=2yly—x y x(cg—c1—>c3) 2yly —x y 2x —y|=
x y—x 'y = X y—2x y-—x
=2y| X 2x_y=2y(xy—x2—2xy+y2+4x2—2xy)=2y(3x2—3xy+y2)
y—2x y-—x ’

0 01 0 01 01 0
bA2=A-A=(1 0 o-{1 0 o)]=(0 0 1]
01 0 01 0 1 0 0



a 0 O 0 x O 0 0 a—x
B=aA3+xA*+(a-x)A=[0 a 0]+{0 0 x|+{a—x O 0 |=

a X a—Xx
:<a—x a X >
X a—Xx a

a X a—x
a—Xx a X
X a—Xx a

2 2
2a? [S(x—g) +a—] >0, Va,x € R.
2 4

Det B= a
2

2
a_) 2a?(3x? — 3xa + a®) = 2a? [3 - (x — a) _sady a2]=

Subiectul al II-lea:
Fic A = (a b) € M, (R).
c d

a) Demonstrati ci det(A—x-1,) = x? — (a+d)x + ad — bc, Vx ER,;
b) Daci Tr(A) = 2sidet(4) = 3, demonstrati ci: 2 - det(4% + I,) — det(A? + 31,) = 4.

Barem de notare:

a) Prin calcul direct: A —x -1, = (a ; x p 3 x) ........................................................ 1p
Finalizare det(A—x-1,) =x?—(a+d)x+ad —bc, VX E Ru..coovevrrnrrnn. 2p
b) Din Teorema Cayley-Hamilton: A> — TrA - A + det A - I, = 0,, deduce
A? + 1, = 2(A — 1), iar prin trecere la determinant obtine det(A4? + I,) = 8............ 2p
Analog deduce A2 + 31, = 24, de unde det(4? + 31,) = 12.
Inlocuieste in egalitatea din enunt si obtine: 2 - 8 — 12 = 4, ceea ce trebuia demonstrat........... 2p

Rezolvare completa:
_(a by __(1 0\_(a—x b

8 A-x 12_(0 d) x(O 1)_( c d—x)'
det(A—x-Iz)zla;x dixl=(a—x)(d—x)—bc:ad—ax—dx+x2—bc:
=x?2—(a+d)x+ad—bc, Vx€R.
b) Din Relatia Cayley-Hamilton avem:

A2 —TrA-A+detA - I,=0,>A2-24+3-1,=0,=>A2=24A-3i, >
A2+ 1, =2A-2, > A>+1, = 2(A—L,) (%)

Trec la determinant in (*) si se obtine:



det(A2 + 1,) = 22 - det(A — 1) “2 22(1-2-1+3)=8.

Analog, A2 = 24 — 31, = A% + 31, = 24 = det(A® + 31,) =22 -detA=4-3=12.

Inlocuiesc in egalitatea din enunt si obtin: 2 - 8 — 12 = 4, ceea ce trebuia demonstrat.

Subiectul al III-lea:
a) Fie a € N*. Sa se calculeze

lim {\/aznz + (2a—-—1n+ 1},

n—->oo

unde {x} reprezinta partea fractionara a lui x.

b) Calculati lim sin?(mvn? + 2n + 2).
n—->oo

Barem de notare:

a) Obtine [\/azn2 + (2a—-1)n+ 1] =AM e Ip
FoloSeSte {X} = X — [X] eeoeeieriee et Ip
Amplifica cu conjugata expresiei y/a?n? + 2a — 1)n+1—an ............ Ip

e . 2a-1
Finalizeaza limita si obtine TG s Ip
b) Scrie limita ca lim sin?(TVnZ + 2n+2 = 7N) oooviiiieiie 1Ip
n—->oo
Amplifica cu conjugate expresiei TVn? + 2n 4+ 2 —mn. ...l Ip
Obtine IImita 0 ... lp

Rezolvare completa:
a) {x}=x—[x],Vx €R.

Calculam [\/azn2 +2a—-1)n+ 1]:

[\/azn2 +R2a—-1)n+ 1] = [\/azn2 +2an+1 —n] = [\/(an + 1) —n].

Cuman <. /(an+1)2-n<an+1= [\/a2n2+(2a—1)n+1] = an.

lim {\/azn2 + R2a-1Dn+ 1} = lim (\/azn2 +QRa-1n+1- an) =
n—oco n—-oo

a’n’+ QRa—-1)n+1—-a?*n®> 2a-1
im = :
noo fg2n2 + (2a—1)n+1+an 2a




b) lim sin(mVn® +2n +2) = lim sin*(nVn® + 2n + 2 —mn) =

n—-oo

1
o n% +2n+ 2 —n? o 2””(1*'5)
= lim sin“ | m- > > = lim sin — =0.
n-oo vne+2n+2+n n-oo
n < 1+=-+ —2>
n n
Subiectul al [V-lea:
a) Sasearateca Ve > 0,3 N, € N, astfel ca a-e)m < sin; < (1+€)n ,Vn=>N;.
b) Folosind eventual rezultatul precedent, sa se arate ca lim Zk=n+1 sm; =mln2.
n—-oo
Barem de notare:
. T
lnz _ 1 1
T e p
n—-oo -
Obtine inegalitatea din €NUNE .........cooouieiiiriiieiieeeeee e 2p
b) Insumeazi inegalitdtile de 1a @) .............coeevueiiiuniiiiieiiie e Ip
Trece la limita si obtine llm Y 1 sm = llm Y = e Ip
Calculeazi lim Y22 k=n+1; si obtine  In 2 ....................................................... 2p
n—-oo
Rezolvare completa:
Sin—
a) Se cunoaste ca lim —* = 1.
n-oo o
Din criteriul de convergenta cu ¢, rezulta: Ve > 0, 3N, € N, astfel ca [—* — 1| <egVVn> N
n
(1-em . m _ (1+em
Ad1ca|sm——— <eg- —<:>——<sm———<7 <sin—< .

b) Notémcn=1+%+§+---++%—lnn.

Prin insumarea relatiei de la punctul a) de la n + 1 la 2n se obtine:

2n (1-gm 8)11 (1+&)m

k=n+1 <Zk n+1 sin—- <Zk n+1 k

Trecand la limita si tindnd cont ca € a fost ales arbitrar, se obtine:



2n 2n 2n
l. . n l. z n l. Z 1
m Sin—=um —=uaumTm - =
n—-oo k n-oo k n—oo k

k=n+1 k=n+1 k=n+1

2n
=mnlim(cy, +In2n—cy, —Inn) = lim(cyp — ¢ + ln7) =mnlin2.
n—co n—-oo
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clasa a Xll-a
Barem de corectare si notare

Xy
2xy—x—-y+1

a) Aratati ca (G,*) este grup abelian.

b) Demonstrati ca functia f: G — (0, +0), definita prin f(x) = i — 1 pentru orice x din G, este
un izomorfism de grupuri de la grupul (G,*) la grupul ((O, +oo),-), unde , - ” este inmultirea
numerelor reale.

Solutie:
_ xy _ xy 5 _

a) xxy= Ayl = DD Pentru x,y € (0,1) avemca (x — 1)(y — 1) > 0 deunde
xy+ (x—1)(y—1) >xysicumxy > 0 obtinemca x xy € (0,1) .Ap

— _ xyz -, e

(x*xy)xz=x*(y*xz) = xyz—(x—l)(y—l)(z—l)'vx' y,Z € G, deci ,*” este asociativa; iar
comutativitatea legii e evidenta Ap
Cautim e € G astfel incdt x xe = e*xx = x, Vx € G.
xxe=x(x—1)2e—-1)=0,VxeEtG e =%. Cum , *” e comutativa,

L1 .
avemcé - este elementul netru al legii. LAp
Fiex € G. Cautaim x' € G astfel incat x xx' = x" xx = e.
xxx' = % ©x'=1-x€G, Vx€G = U(G) = G sideci (G,*) este grup abelian. .Ap

b) fmorfisme f(x+y) =f(x)-f(y), Vx,y€G

_ 1 _xy+-D-1) L =D | x-1 y-1 . :
fexy)=Z-1="7 1="—T—="7"5"=f(x)f(y), deci

f e morfism. .Ap
Fie x4, X, € G astfelincat f(x;) = f(x;) = x; = x5, deci f e injectiva .Ap
Fiey € (0,+). Cautam x € G astfelincat f(x) =y & x = ﬁ € G, deci f e surjectiva si

prin urmare f este un izomorfism de grupuri Ap

2. Calculati [ x2(tg3x + tgx)dx, x € (0,1).

G.M.
Solutie:
, 2,2

[x2(tg3x + tgx)dx = %fxz(tg 2x) dx = xtzix — [xtgixdx = ..2p

245 2
=Xt2gx—fx(tg2x+1)dx+fxdxz ..2p

2(1+tg? / 2(1+tg?
=¥—fx(tgx) dx=w—xtgx+ftgxdx= 2P
_ x2(1+tg 2x)

. —xtgx — In(cosx) +C LAp



3. Fie (G,)ungrupsif:G — G, f(x) = x3, un morfism de grupuri de la (G,) la (G,).
a) Demonstrati ¢ (xy)* = x*y* pentru orice x,y € G .
b) Daci f este o functie injectiva, demonstrati ca (G,-) este abelian.

Solutie:
a) f morfism & f(xy) = f(x)f(v),Vx,y € G, de unde obtinem (xy)3 = x3y3 &
& x(yx)%y = x3y3 si prin simplificare la stinga cu x si la dreapta cu y, obtinem

(vx)? = x%y?,,Vx,y € G sidecisi (xy)? = y?x%,Vx,y €G ..2p
Deci (x*)?(y*)? = (y*x?)* & x'y* = ((xy)*)? ® x*y* = (xy)*,Vx,y €G ..2p
b) Din subpunctul anterior avem ci x*y* = (xy)* & x*y* = x(yx)3y si prin simplificare la
stdnga cu x si la dreapta cu y, obtinem x3y3 = (yx)3,vx,y € G LAp
Dar x3y3 = (xy)3,Vx,y € G si prin urmare  (xy)3® = (yx)? © f(xy) = f(yx) si cum f
este injectiva, obtinem Xy = yx, Vx,y € G, deci (G,-) este abelian ..2p

4. Fie functia f: [0, ] - R, definita prin f(x) = ﬁ pentru orice x din [0, t]. Demonstrati ca

f admite primitive si determinati o primitiva a ei.

Solutie:
f e continua, deci admite primitive pe [0, 1] .Ap

Pentru x € [O,g),ff(x)dx = ! . (tgx) dx = %arctgthX +C ..2p

%+3 cos?x
cos“x

1
ftg 2x+4

Analog, pentru x € (g,n],ff(x)dx =%arctgtg7X +e .p
Fie F: [0, ] = R o primitiva a functiei f.

1 tgx T
Earcth +C;, x € [O, E)

Rezulta ca exista k, C, C, € R astfel incat F(x) = k, X = g .Ap
1 gx T
2arctg > +C,, x € (2,1'[]

CumF (E — 0) =24 C; st F (E + 0) =-IT4 C,, din continuitatea functiei F in z , rezultd ca

2 4 o 2 4 ; 2
T T
+ k 2 XE[O,E)

1 tgx
Sarctg =
Prinurmare F(x) = k, X = g . Cum F derivabila pe [0, ] \ {g}, F continua
E— n n
2arctg > + k +4 , X € (Z,T[]

n g obtinem ca FS/ (g) = Fd/ G) =f G) .Deci F' = f = F e o primitivi a lui f Ap



